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Àííîòàöèÿ
àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì  êëàñ-
ñà òàê íàçûâàåìûõ ïðåäèêàòíûõ ñõåì, êîòîðûé îáîáùàåò ìíîãèå èç òðàäèöèîííûõ êëàñ-
ñîâ ñõåì (ñõåìû èç óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîíòàêòíûå ñõåìû è äð.). Äàííûå ñõåìû
ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ïðåäèêàòíûõ ýëåìåíòîâ è çà÷àñòóþ íå èìåþò çàðàíåå èêñèðîâàííîãî
íàïðàâëåíèÿ ïðîòåêàíèÿ ñèãíàëîâ.
Èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óíêöèèØåííîíà LB(n) äëÿ ñëîæíîñòè ðå-
àëèçàöèè ïðåäèêàòîâ îò n ïåðåìåííûõ ïðåäèêàòíûìè ñõåìàìè â ïîëíîì áàçèñå B ñïåöè-
àëüíîãî âèäà. Äëÿ LB(n) ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè âûñîêîé ñòåïåíè
òî÷íîñòè
LB(n) = ρB
2n
n
1 +
(
2 +
1
kB − 1
)
log
2
n±O (1)
n
 ,
ãäå ρB è kB  êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò áàçèñà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñõåìû èç ïðåäèêàòíûõ ýëåìåíòîâ, ñëîæíîñòü, óíêöèÿ Øåííîíà,
îöåíêè âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè.
1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà [1, 2℄ äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà
óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì  êëàññà òàê íàçûâàåìûõ ïðåäèêàòíûõ ñõåì [3℄. Â íåé ñîäåð-
æèòñÿ ðàçâåðíóòîå èçëîæåíèå è ðàçâèòèå ðåçóëüòàòîâ [4℄, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò
ïîâåäåíèå óíêöèè Øåííîíà äëÿ ñëîæíîñòè ïðåäèêàòíûõ ñõåì â ðÿäå áàçèñîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî â òðàäèöèîííûõ êëàññàõ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì (ñõåìû èç óíêöè-
îíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîíòàêòíûå ñõåìû è äð.) ïîâåäåíèå óíêöèè Øåííîíà äëÿ
ñëîæíîñòè ñõåì íà óðîâíå àñèìïòîòèêè áûëî óñòàíîâëåíî Î.Á. Ëóïàíîâûì [1℄,
à íà óðîâíå îöåíîê âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè  Ñ.À. Ëîæêèíûì [5, 6℄.
Ïðåäèêàòíàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóäîëüíûé ãðà, ó êîòîðîãî âñå âåðøè-
íû îäíîé äîëè ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè áàçèñíûõ ïðåäèêàòíûõ ýëåìåíòîâ, à âåðøèíû
äðóãîé äîëè  ñèìâîëàìè âíóòðåííèõ è âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèîíèðîâàíèå
ïðåäèêàòíîãî ýëåìåíòà ñ k ïîëþñàìè çàäàåòñÿ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé óíêöèåé
îò k ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ïîëþñàìè, è îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ýëåìåíò
íàõîäèòñÿ â äîïóñòèìîì ñîñòîÿíèè, åñëè äàííàÿ óíêöèÿ ðàâíà 1 . Ñõåìà íàõîäèò-
ñÿ â äîïóñòèìîì ñîñòîÿíèè íà íåêîòîðîì íàáîðå çíà÷åíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ
òàêîé, ÷òî âñå ïðåäèêàòíûå ýëåìåíòû, èç êîòîðûõ ïîñòðîåíà ñõåìà, íàõîäÿòñÿ â
äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèÿõ. Ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñõåìû áó-
äåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì.
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Ñóïåðïîçèöèÿ ñõåì, êàê îáû÷íî, ñâîäèòñÿ ê ïåðåèìåíîâàíèþ ïåðåìåííûõ, äî-
áàâëåíèþ è èçúÿòèþ ïåðåìåííûõ, à òàêæå ê îáúåäèíåíèþ ñõåì ñ âîçìîæíûì
îòîæäåñòâëåíèåì íåêîòîðûõ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ ñèìâîëàìè ïåðåìåííûõ, è ñî-
îòâåòñòâóþùèì ïåðåèìåíîâàíèåì ýòèõ ïåðåìåííûõ.
Âîïðîñû ïîëíîòû äëÿ ìîäåëè ïðåäèêàòíûõ ñõåì áûëè ðåøåíû â [7℄. Ñõåìíàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïî-
ñòàíîâêó çàäà÷è ñèíòåçà, áûëà ïðåäëîæåíà Ñ.À. Ëîæêèíûì [3℄.
Êëàññ ïðåäèêàòíûõ ñõåì äîñòàòî÷íî áëèçîê ê ìîäåëè íåÿâíûõ è ïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ïðåäñòàâëåíèé óíêöèé, ïðåäëîæåííîé À.Â. Êóçíåöîâûì [8℄, â ðàìêàõ êî-
òîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííûå íàä
çàäàííîé ñèñòåìîé óíêöèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì çàäà-
÷è ñèíòåçà äëÿ ìîäåëè íåÿâíûõ è ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé óíêöèé, áûëè
ïîëó÷åíû Î.Ì. Êàñèì-Çàäå [9℄.
Â äàëüíåéøåì, åñëè ýòî íå âûçûâàåò ðàçíî÷òåíèé, ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü
ïðåäèêàò è åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ óíêöèþ è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäèêàò
π(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi , åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
óíêöèÿ χpi ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi . àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
áàçèñ B = {πi}
b
i=1 , ãäå êàæäîìó ïðåäèêàòó πi, i = 1, . . . , b, ñ ki ïîëþñàìè ñî-
ïîñòàâëåíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî Li , êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò âåñ ýòîãî ïðåäèêàòà.
Äëÿ êàæäîãî áàçèñíîãî ïðåäèêàòà ñ äâóìÿ è áîëåå ïîëþñàìè îïðåäåëèì åãî ïðèâå-
äåííûé âåñ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ρi =
Li
ki − 1
. Òîãäà ïðèâåäåííûì âåñîì ρB áàçèñà
B íàçîâåì âåëè÷èíó
ρB = min
i: 16i6b, ki>1
{
Li
ki − 1
}
,
à ÷åðåç kB îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîëþñîâ ó áàçèñíûõ ïðåäèêàòîâ, íà
êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ïðèâåäåííûé âåñ áàçèñà. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðåäèêàòíîé ñõåìû
Σ â áàçèñå B ñ n ïîëþñàìè è m âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò
ïðåäèêàò π , áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü âèäà
π(x1, . . . , xn) = ∃ y1 . . . ∃ ym
b∧
i=1
ri∧
j=0
πi
(
z
(i,j)
1 , . . . , z
(i,j)
ki
)
,
ãäå y1, . . . , ym  âíóòðåííèå ïåðåìåííûå ñõåìû, ri  ÷èñëî âåðøèí-ïðåäèêàòîâ,
ïîìå÷åííûõ ñèìâîëîì πi , z
(i,j)
l , l = 1, . . . , ki  ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ
íåêîòîðîé âíóòðåííåé èëè âõîäíîé ïåðåìåííîé ñõåìû Σ .
àññìîòðèì ïðåäèêàò ϕ(x1, . . . , xn), n > 3, è âûäåëèì äâå ïåðåìåííûå
ýòîãî ïðåäèêàòà. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòî ïåðåìåííûå x1 è x2 . Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i, i = 3, . . . , n, ñóùåñòâóåò òà-
êîé íàáîð αi = (α3, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn) , ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ óíêöèÿ
χϕ(x1, x2, α3, . . . , αi−1, xi, αi+1, . . . , αn) ðàâíà
1 xσ12 ∨x
σ2
1 ∨x
σ3
i èëè x
σ1
2 ∨(x1⊕xi⊕σ4) ,
à òàêæå ñóùåñòâóåò íàáîð β = (β3, . . . , βn) òàêîé, ÷òî χϕ(x1, x2, β3, . . . , βn) =
= xσ51 ∨ x
σ6
2 . Ïðåäèêàò ϕ , êîòîðûé îáëàäàåò óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, áóäåì íàçû-
âàòü ïðîâîäÿùèì, åãî ïîëþñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîé âûäåëåííîé ïåðåìåííîé, 
ñòîêîì, âòîðîé ïåðåìåííîé  çàòâîðîì, à ïîëþñà, ñîîòâåòñòâóþùèå îñòàëüíûì ïå-
ðåìåííûì,  èñòîêàìè äàííîãî ïðåäèêàòà. Ïðè ýòîì íàáîð αi, i = 3, . . . , n, áóäåì
íàçûâàòü i-ì ïðîâîäÿùèì íàáîðîì, à íàáîð β  çàòâîðíûì íàáîðîì ïðîâîäÿùå-
ãî ïðåäèêàòà ϕ . Áàçèñ B , ïðèâåäåííûé âåñ êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ íà ïðîâîäÿùåì
ïðåäèêàòå, áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííî-ïðîâîäÿùèì áàçèñîì.
1
Ñèìâîëîì σ ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè áóäåì îáîçíà÷àòü áóëåâû êîíñòàíòû.
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Ïóñòü UB  êëàññ ïðåäèêàòíûõ ñõåì, ïîñòðîåííûõ â áàçèñå B , à Π2(n)  ìíî-
æåñòâî âñåõ áóëåâûõ ïðåäèêàòîâ îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn . Ïîä ñëîæíîñòüþ
L(Σ) ïðåäèêàòíîé ñõåìû Σ, Σ ∈ UB , ïîíèìàåòñÿ ñóììà âåñîâ å¼ ïðåäèêàòîâ, à ïîä
ñëîæíîñòüþ LB(φ) ïðåäèêàòà φ  ìèíèìàëüíàÿ èç ñëîæíîñòåé ðåàëèçóþùèõ åãî
ñõåì â áàçèñå B . Ââåäåì îáû÷íûì îáðàçîì óíêöèþ Øåííîíà
LB(n) = max
φ∈Π2(n)
LB(φ)
äëÿ êëàññà UB îòíîñèòåëüíî óíêöèîíàëà ñëîæíîñòè L .
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà. Åñëè B  îáîáùåííî-ïðîâîäÿùèé áàçèñ, òî äëÿ óíêöèè Øåííîíà
LB(n) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî
2
LB(n) = ρB
2n
n
1 +
(
2 +
1
kB − 1
)
logn±O (1)
n
 .
2. Âåðõíÿÿ îöåíêà óíêöèè Øåííîíà LB(n)
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè óíêöèè Øåííîíà ìîäèèöèðóåì äëÿ ìîäåëè
ïðåäèêàòíûõ ñõåì òåõíèêó ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè, ïðåäëî-
æåííóþ Ñ.À. Ëîæêèíûì â ðàáîòàõ [5, 6℄.
àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàò ϕ(x1, . . . , xn) , è âûäåëèì íåêîòîðóþ ïå-
ðåìåííóþ xi, i = 1, . . . , n . àçáèåíèå D = (X1, . . . , Xd) ìíîæåñòâà X =
= (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) âñåõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðåäèêàòà ϕ íàçîâåì
ñåëåêòîðíûì îòíîñèòåëüíî xi , åñëè äëÿ ëþáîãî j, j = 1, . . . , d, è äëÿ ëþáîé
ïåðåìåííîé x ∈ Xj íàéäóòñÿ êîíñòàíòû α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αd òàêèå, ÷òî ïðè
ïîäñòàíîâêå èõ ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî ïåðåìåííûõ èç X1, . . . , Xj−1, Xj+1, . . . , Xd
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ óíêöèÿ χϕ ïðåäèêàòà ϕ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé x
σ1
i ∨ x
σ2
èëè
xi ⊕ x⊕ σ3 .
àññìîòðèì ïðîâîäÿùèé ïðåäèêàò ϕ(x1, x2, . . . , xn), n > 3, è, íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîêó ïðåäèêàòà ñîîòâåò-
ñòâóåò ïåðåìåííàÿ x1 , à çàòâîðó  ïåðåìåííàÿ x2 . Òîãäà âîçüìåì p ïðåäè-
êàòîâ ϕ(xi,1, . . . , xi,n), i = 1, . . . , p, è ïîñòðîèì ïðåäèêàò ψ(y, x1,2, . . . , x1,n, . . . ,
xp,2, . . . , xp,n) , êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ îòîæäåñòâëåíèåì ñòîêîâ âñåõ ýòèõ ïðåäèêàòîâ
è ïðèïèñûâàíèåì ïîëó÷åííîìó ïîëþñó ïåðåìåííîé y . Ïðåäèêàò ψ áóäåì íàçûâàòü
ϕ-ïðîâîäÿùåé çâåçäîé ïîðÿäêà p , à ïîëþñ, îòâå÷àþùèé îòîæäåñòâëåííûì ñòîêàì,
è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåìåííóþ y  öåíòðàëüíûì ïîëþñîì è öåíòðàëüíîé ïåðå-
ìåííîé ñîîòâåòñòâåííî.
Ëåììà 1. Ïóñòü ïðåäèêàò ψ(y, x1,2, . . . , x1,n, . . . , xp,2, . . . , xp,n)  ϕ(x1, . . . , xn)-
ïðîâîäÿùàÿ çâåçäà ïîðÿäêà p . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñåëåêòîðíîå îòíîñèòåëü-
íî öåíòðàëüíîé ïåðåìåííîé y ðàçáèåíèå D = (X1, . . . , Xd) âñåõ îñòàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ ïðåäèêàòà ψ , ÷òî
d = p+ n− 2, |X1| = . . . = |Xp| = 1 è |Xp+1| = . . . = |Xp+n−2| = p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ñ÷èòàåì, ÷òî ïå-
ðåìåííûå xj,2, j = 1, . . . , p, îòâå÷àþò çàòâîðàì ïðîâîäÿùèõ ïðåäèêàòîâ ϕ ,
2
Âñå ëîãàðèìû â ðàáîòå áåðóòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2 , ïîýòîìó îñíîâàíèå ëîãàðèìà áóäåì îïóñ-
êàòü.
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èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíà ïðîâîäÿùàÿ çâåçäà ψ . àññìîòðèì òàêîå ðàçáèåíèå D =
= (X1, . . . , Xp+n−2) ïåðåìåííûõ X = {x1,2, . . . , x1,n, . . . , xp,2, . . . , xp,n} , ÷òî Xi =
= {xi,2}, i = 1, . . . , p, è Xi = {x1,i−p+2, . . . , xp,i−p+2}, i = p + 1, . . . , p + n − 2 .
Ïîêàæåì, ÷òî ðàçáèåíèå D ÿâëÿåòñÿ ñåëåêòîðíûì.
Çàèêñèðóåì ñíà÷àëà íåêîòîðîå i, i ∈ [1, p] . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîâîäÿùåãî
ïðåäèêàòà íàéäåòñÿ çàòâîðíûé íàáîð β = (β3, . . . , βn) òàêîé, ÷òî, ïîäñòàâëÿÿ íà
ìåñòà âñåõ ïåðåìåííûõ èç êîìïîíåíòû Xp+k, k = 1, . . . , (n − 2), êîíñòàíòó βk+2 ,
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
χψ(y, x1,2, β3, . . . , βn, . . . , xp,2, β3, . . . , βn) = (y
σ1 ∨ xσ21,2) ∧ · · · ∧ (y
σ1 ∨ xσ2p,2).
Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå σ2 , íà ìåñòà ïåðåìåííûõ èç êîìïîíåíò Xk, k 6= i,
k = 1, . . . , p, èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîé óíêöèè χφ ïîëó÷àåì óíêöèþ y
σ1 ∨ xσ2i,2 .
Òåïåðü çàèêñèðóåì i, i ∈ [p+1, p+ n− 2], è ïðîèçâîëüíîå j, j ∈ [1, p] . Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîâîäÿùèé íàáîð (α3, . . . , αi−p+1, αi−p+3, . . . , αn) ñ íîìåðîì (i−
−p+2) , ÷òî, ïîäñòàâëÿÿ íà ìåñòà âñåõ ïåðåìåííûõ èç êîìïîíåíòû Xp+k, k 6= (i−p),
k = 1, . . . , (n − 2), êîíñòàíòó αk+2 , äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé óíêöèè χϕ ìîæíî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
χϕ = g1(y, x1,2, x1,i−p+2) ∧ . . . ∧ gp(y, xp,2, xp,i−p+2),
gr ∈
{
xσ3r,2 ∨ y
σ4 ∨ yσ5r,i−p+2, x
σ3
r,2 ∨ (y ⊕ xr,i−p+2 ⊕ σ6)
}
, r = 1, . . . , p.
Îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü êîíñòàíòó σ3 íà ìåñòî ïåðåìåííîé xj,2 ∈ Xj è òàê ïîäñòàâèòü
êîíñòàíòû íà ìåñòà ïåðåìåííûõ xr,2 ∈ Xr, r = 1, . . . , p , ÷òîáû óíêöèè gr ïðè
r 6= j è r = 1, . . . , p ñòàëè òîæäåñòâåííî ðàâíûìè 1 . Ïðè ýòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
óíêöèÿ χϕ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé y
σ4 ∨ xσ5j,i−p+2 èëè y ⊕ xj,i−p+2 ⊕ σ6 .
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü f(x1, . . . , xn)  ïðîèçâîëüíàÿ ÔÀË îò n ïåðåìåííûõ è η(z, x1, . . . , xn) 
ïðåäèêàò îò (n+1) ïåðåìåííîé. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî η ìîäåëèðóåò f , åñëè
χη(z, x1, . . . , xn) = z ∼ f(x1, . . . , xn).
Ââåäåì òàêæå áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïóñòü h(x1, . . . , xn) 
ÔÀË îò n ïåðåìåííûõ, à η(z, x1, . . . , xn)  ïðåäèêàò îò (n+1) ïåðåìåííîé. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà P = (h, η) ñëàáî ìîäåëèðóåò óíêöèþ f , åñëè äëÿ ëþáîãî
íàáîðà α˜ ∈ Bn çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé óíêöèè
ïðåäèêàòà η âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:
χη(z, α˜) = f(α˜)⊕ z ⊕ h(α˜) èëè χη(z, α˜) = f(α˜) ∨ (z ∼ h(α˜)).
Ïðè ýòîì óíêöèþ h áóäåì íàçûâàòü ñèãíàëüíîé óíêöèåé ìîäåëèðîâàíèÿ P .
Ïóñòü P2(n)  ìíîæåñòâî âñåõ ÔÀË îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn . Òîãäà îáîáùèì
ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà [1, 5, 6℄ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïðåäèêàòà
ϕ(x0, x1, . . . , xp) îò (p+ 1) ïåðåìåííîé.
Ìíîæåñòâî ÔÀË G, G ⊆ P2(m), íàçûâàåòñÿ ϕ-óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì
(ϕ-ÓÌ) ïîðÿäêà m è ðàíãà p , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÔÀË h(x1, . . . , xm) îò
m ïåðåìåííûõ, ÷òî äëÿ ëþáîé ÔÀË f(x1, . . . , xm) èç P2(m) ñóùåñòâóþò ÔÀË
g1, . . . , gp ∈ G è ïðåäèêàò η òàêèå, ÷òî ïàðà (h, η) ñëàáî ìîäåëèðóåò ÔÀË f è
âåðíî ðàâåíñòâî:
η(z, x1, . . . , xm) = ∃ y1 . . . ∃ ypϕ(z, y1, . . . , yp)
p∧
r=1
(yi ∼ gi(x1, . . . , xm)) . (1)
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Ëåììà 2. Ïóñòü ϕ(y, x1, . . . , xp)  ïðåäèêàò îò (p + 1) ïåðåìåííîé è D =
= (X1, . . . , Xd)  ñåëåêòîðíîå îòíîñèòåëüíî y ðàçáèåíèå ïåðåìåííûõ X =
= {x1, . . . , xp} ïðåäèêàòà ϕ , ãäå |Xi| = pi, i = 1, . . . , d . Ïóñòü, êðîìå òîãî,
s1, . . . , sd  ÷¼òíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ s1p1+ . . .+sdpd > 2
m
. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ϕÓÌ G ïîðÿäêà m è ðàíãà p òàêîå, ÷òî |G| 6 2s1 + . . . + 2sd è
ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ïðåäèêàòîâ
~G , ìîäåëèðóþùèõ âñå óíêöèè G , êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ïðåäèêàòíîé ñõåìîé ΣG â áàçèñå B ñî ñëîæ-
íîñòüþ íå áîëüøå, ÷åì cB|G|+O(d · 2
m+s/2) , ãäå s = max
16i6d
si è cB  êîíñòàíòà,
çàâèñÿùàÿ îò áàçèñà B .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ñåëåêòîðíîãî ðàçáèåíèÿ ñóùåñòâóåò íà-
áîð êîíñòàíò {αi,j,k} òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî j, j = 1, . . . , d, è ëþáîãî k, k =
= 1, . . . , pj, ïðè ïîäñòàíîâêå â óíêöèþ ϕ êîíñòàíò αi,j,k, i = 1, . . . , j − 1, j +
+ 1, . . . , d ñîîòâåòñòâåííî íà ìåñòà âñåõ ïåðåìåííûõ èç X1, . . . , Xj−1, Xj+1, . . . , Xd
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî χϕ ðàâíà x
σj,k,1
j,k ∨ y
σj,k,2
èëè xj,k ⊕ y ⊕ σj,k,2 , ãäå xj,k  k -
ÿ ïåðåìåííàÿ êîìïîíåíòû Xj . àçîáü¼ì êóá B
m
íà ïîäìíîæåñòâà (ïîëîñû)
δ1,1, . . . , δ1,p1 , δ2,1, . . . , δ2,p2 , . . . , δd,1, . . . , δd,pd , ñîñòîÿùèå èç íàáîðîâ ñ ïîäðÿä èäó-
ùèìè íîìåðàìè è îáëàäàþùèå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íîìåð ëþáîãî íàáîðà èç ïðåä-
øåñòâóþùåãî ìíîæåñòâà ìåíüøå, ÷åì íîìåð ëþáîãî íàáîðà èç ïîñëåäóþùåãî ìíî-
æåñòâà. Óêàçàííîå ðàçáèåíèå âûáåðåì òàê, ÷òîáû ìîùíîñòü ïîëîñû δj,k áûëà ðàâ-
íà sj ïðè âñåõ k, k = 1, . . . , pj . Ïðè ýòîì ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü âñåõ ïîëîñ ðàâíà∑
j
sjpj > 2
m
, ñëåäîâàòåëüíî êóá Bm áóäåò ïîëíîñòüþ ïîêðûâàòüñÿ äàííûìè ïî-
ëîñàìè. àññìîòðèì ïðè êàæäîì i, i = 1, . . . , d , ìíîæåñòâî Gi âñåõ óíêöèé,
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå αi,j,k íà ïîëîñå δj,k ïðè j 6= i, k = 1, . . . , pj , è ïðè-
íèìàþùèõ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà íàáîðàõ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè èç ïîëîñ
δi,1, δi,2, . . . , δi,pi . Ïðè ýòîì |Gi| = si, i = 1, . . . , d . Ïóñòü h(x1, . . . , xm)  ÔÀË,
êîòîðàÿ íà âñåõ íàáîðàõ êîìïîíåíòû δj,k, j = 1, . . . , d, k = 1, . . . , pj , ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèå σj,k,2 . Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî G = G1 ∪ · · · ∪ Gd ÿâëÿåòñÿ ϕ-ÓÌ.
Ïóñòü f ∈ P2(m)  ïðîèçâîëüíàÿ óíêöèÿ. àññìîòðèì ïðåäèêàò η(z, x1, . . . , xm) ,
ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ïîìîùè ñóïåðïîçèöèè (1), â êîòîðîé óíêöèÿ gr, r = 1, . . . , p,
ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç óíêöèé ìíîæåñòâà Gi, i = 1, . . . , d , åñëè ïåðåìåííàÿ yr
ïðåäèêàòà ϕ ïðèíàäëåæèò êîìïîíåíòå Xi ñåëåêòîðíîãî ðàçáèåíèÿ D . Â ñèëó (1)
è ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâ G1, . . . , Gj−1, Gj+1, . . . , Gd äëÿ ëþáîãî íàáîðà β ∈ B
m
,
ïðèíàäëåæàùåãî ïîëîñå δj,k , è ïðåäèêàòîâ η è ϕ âåðíû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:
η(z, β) = ϕ(z, g1(β), . . . , gp(β)),
ϕ(z, g1(β), . . . , gp(β)) ∈ {g
σj,k,1 ∨ (z ⊕ h(β)), g ⊕ z ⊕ h(β)} ,
ãäå g  óíêöèÿ, ïîäñòàâëåííàÿ íà ìåñòî k -é ïåðåìåííîé èç ìíîæåñòâà Xj . Â ñëó-
÷àå, êîãäà η(z, β) = gσj,k,1 ∨ (z ⊕ h(β)) , óíêöèþ g ∈ Gj âûáåðåì òàê, ÷òîáû ïðè
β ∈ δj,k áûëî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî g(β) = f(β)⊕ σj,k,1 , à â ñëó÷àå, êîãäà η(z, β) =
= g⊕ z⊕h(β) ,  ðàâåíñòâî g(β) = f(β) . Òîãäà íà ìíîæåñòâå δj,k ïàðà (h, η) áóäåò
ñëàáî ìîäåëèðîâàòü ÔÀË f .
Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìîæíî âûáðàòü îñòàâøèåñÿ óíêöèè g1, . . . , gp
òàê, ÷òîáû ïàðà (h, η) ñëàáî ìîäåëèðîâàëà óíêöèþ f íà âñ¼ì êóáå Bm .
Â ðàáîòå [5℄ ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ñèñòåìû ÔÀË G â êëàññå ñõåì
èç óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðè ïîìîùè ìåòîäà êàñêàäîâ ñî ñëîæíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé c|G|+ d · 2m+s/2 , ãäå c  íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òàê êàê ðàññìàòðè-
âàåìàÿ ìîäåëü îáîáùàåò ýòîò êëàññ è äëÿ íåå ñóùåñòâóåò àíàëîã ìåòîäà êàñêàäîâ,
òî, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ìîäåëèðîâàíèÿ, ýòó îöåíêó ìîæíî ïåðåíåñòè íà ñèñòåìó
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ïðåäèêàòîâ
~G ïðè óâåëè÷åíèè ñëîæíîñòè â êîíñòàíòó ðàç. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ïîñòðîèòü ïðåäèêàòíóþ ñõåìó ΣG ñî ñëîæíîñòüþ íå áîëüøå, ÷åì cB|G|+d·2
m+s/2
.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïðåäèêàò Qn(z, x1, . . . , xn, y0, . . . , y2n−1) áóäåì íàçûâàòü ïðåäèêàòíûì ìóëü-
òèïëåêñîðîì, åñëè äëÿ íåãî äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òàêèå íàáîðû
(σ0, σ1, . . . , σn, δ0, . . . , δ2n−1) , ÷òî δν(σ1,...,σn) = σ0 , ãäå ν(σ1, . . . , σn)  íîìåð íà-
áîðà (σ1, . . . , σn) , à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå δi, i = 0, . . . , 2
n − 1, i 6= ν(σ1, . . . , σn),
ïðèíèìàþò ïðîèçâîëüíûå áóëåâû çíà÷åíèÿ. Èñïîëüçóÿ ïðåäèêàòíûå àíàëîãè çà-
ìûêàþùåãî êîíòàêòà è èíâåðòîðà (ñì. [3℄), ïðåäèêàòíûé ìóëüòèïëåêñîð ìîæíî
ðåàëèçîâàòü íà îñíîâå êîíòàêòíîãî äåðåâà ñî ñëîæíîñòüþ íå áîëüøåé, ÷åì 2n+1 +
+ n− 1 .
Òåîðåìà 1. Åñëè B  îáîáùåííî-ïðîâîäÿùèé áàçèñ, òî äëÿ ëþáîãî ïðåäèêàòà
φ, φ ∈ Π2(n) , ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ åãî ïðåäèêàòíàÿ ñõåìà Σφ, Σφ ∈ UB,
òàêàÿ, ÷òî
L(Σφ) 6 ρB
2n
n
1 +
(
2 +
1
kB − 1
)
logn+O (1)
n
 .
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïðåäèêàòà φ(x1, . . . , xn) ïî ÷àñòè
åãî ïåðåìåííûõ
φ (x′, x′′) = ∃ z∃ y0 . . . ∃ y2n−r−1Qn−r (z, x
′′, y0, . . . , y2n−r−1) (z ∼ h (x
′))∧
σ′′=(σr+1,...,σn)
ησ′′
(
yν(σ′′), x
′
)
, (2)
ãäå x′ = (x1, . . . , xr) , x
′′ = (xr+1, . . . , xn) è äëÿ âñåõ σ
′′, σ′′ ∈ Bn−r, ïàðà (h, ησ′′ )
ñëàáî ìîäåëèðóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ óíêöèþ òàê íàçûâàåìîãî îñòàòî÷íîãî ïðå-
äèêàòà φσ′′ (x
′) = φ(x′, σ′′) . Ïóñòü πi(x1, . . . , xki), i ∈ [1, b],  áàçèñíûé ïðåäèêàò ñ
ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ïîëþñîâ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ïðèâåäåííûé âåñ. Òîãäà
ki = kB è ïðåäèêàò πi ÿâëÿåòñÿ ïðîâîäÿùèì, òàê êàê B  îáîáùåííî-ïðîâîäÿùèé
áàçèñ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåìåííàÿ x1 ïðå-
äèêàòà πi ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà íà îñíîâå ýòîãî ïðåäèêàòà ïî-
ñòðîèì πi -ïðîâîäÿùóþ çâåçäó ψ(x1, x1,2, . . . , x1,kB , . . . , xp,2, . . . , xp,kB) ïîðÿäêà p ,
ãäå p  ïàðàìåòð, çíà÷åíèå êîòîðîãî áóäåò îïðåäåëåíî äàëåå. Äëÿ ïðåäèêàòà ψ
ïî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò òàêîå ñåëåêòîðíîå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x1 ðàçáèåíèå
D = (X1, . . . , Xd) ïåðåìåííûõ X = {x1,2, . . . , x1,kB , . . . , xp,2, . . . , xp,kB} , ÷òî d = p+
+ kB − 2 , |Xi| = 1, i = 1, . . . , p, è |Xj | = p, j = (p+1), . . . , (p+ n− 2) . Ïóñòü s
′, s′′
è s1, . . . , sd  òàêèå ïàðàìåòðû, ÷òî
d∑
i=1
sipi > 2
r
, s1 = . . . = sp = s
′, sp+1 = . . . =
= sp+n−2 = s
′′
è s′, s′′  ÷åòíûå, òîãäà ïî ëåììå 2 ñóùåñòâóåò ψ -ÓÌ G ïîðÿäêà
r è ðàíãà p(k − 1) .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ ïðåäèêàòîâ ησ′′ , σ
′′ ∈ Bn−r â ïðåäñòàâëå-
íèè (2) íåîáõîäèìî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñîåäèíèòü 2n−r ïðîâîäÿùèõ çâåçä
ψ ñî ñõåìîé ΣG , êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò âñå óíêöèè ψ -ÓÌ G .
Îöåíèì ñëîæíîñòü ñõåìû Σφ, ïîëó÷àåìîé íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ (2) ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ψ -ÓÌ G . Ïóñòü ΣQ, Σh è Σψ  ïîäñõåìû, ðåàëèçóþùèå ïðåäèêàòíûé
ìóëüòèïëåêñîð, ïðåäèêàò, ìîäåëèðóþùèé ñèãíàëüíóþ óíêöèþ h , è ïîäñõåìà, ðå-
àëèçóþùàÿ 2n−r ïðîâîäÿùèõ çâåçä ψ , ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê â ñèëó [3℄ óíêöèÿ
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Øåííîíà LB(n) èìååò ïîðÿäîê 2
n/n , òî ñõåìó Σh ìîæíî ïîñòðîèòü ñî ñëîæíî-
ñòüþ
3 LB(Σh) 6 cB
2r
r
. Òàê êàê ïðåäèêàòíûé ìóëüòèïëåêñîð ìîæíî ðåàëèçîâàòü
íà îñíîâå êîíòàêòíîãî äåðåâà, òî äëÿ ïîäñõåìû ΣQ è äëÿ ïîäñõåìû Σψ ïî ïîñòðî-
åíèþ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
LB(ΣQ) 6 c12
n−r, LB(Σψ) 6 2
n−rpLi.
Ïî ëåììå 2 ïîäñõåìà ΣG ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñî ñëîæíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåé c2
(
p2s
′
+ (kB − 2) 2
s′′
)
+ O
(
p2r+s/2
)
, ãäå s = max {s′, s′′} . Îïðåäåëèì ïàðà-
ìåòðû s′ s′′ è r ñëåäóþùèì îáðàçîì:
s′ = ⌈n− 3 logn⌉+ c3, s
′′ = ⌈n− 2 logn⌉+ c4, r = ⌈2 logn⌉,
ãäå êîíñòàíòû c3 è c4 ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû s
′
è s′′ áûëè ÷åòíûìè ÷èñëàìè, è ïî-
ëîæèì p =
⌈
2r
s′ + (kB − 2)s′′
⌉
. Òîãäà äëÿ ñëîæíîñòè âñåé ñõåìû âåðíû ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà:
L(Σφ) 6
Li2
n
s′ + (kB − 2)s′′
+ c5
(
2n−r +
2r
r
+ p2s
′
+ (kB − 2)2
s′′
)
+O(p2r+s/2) 6
6
ρB2
n
n−
(
2 + 1kB−1
)
logn+ c6
+O
(
2n
n2
)
6 ρB
2n
n
1 +
(
2 + 1kB−1
)
logn+O (1)
n
 .
Òåîðåìà äîêàçàíà.
3. Íèæíÿÿ îöåíêà óíêöèè Øåííîíà LB(n)
àññìîòðèì ïðåäèêàòíûå ñõåìû, êîòîðûå ðåàëèçóþò ïðåäèêàòû, îòëè÷íûå îò
òîæäåñòâåííî ëîæíîãî ïðåäèêàòà. Ïðåäèêàòíîé ñõåìå Σ ñîïîñòàâèì ãðà G ñ
ïîìå÷åííûìè ðåáðàìè è âåðøèíàìè, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ñõåìû Σ ïðèìåíåíèåì
êî âñåì âåðøèíàì-ïðåäèêàòàì ñõåìû ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé:
1) âûáåðåì íåêîòîðóþ âåðøèíó-ïðåäèêàò, êîòîðàÿ îòâå÷àåò ïðåäèêàòó ϕ ;
2) âûáåðåì ïàðó ðàçëè÷íûõ âåðøèí-ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñîåäèíåíû ðåáðîì ñ
âûáðàííîé âåðøèíîé-ïðåäèêàòîì (åñëè òàêèõ âåðøèí íå ñóùåñòâóåò, òî âûáè-
ðàåì åäèíñòâåííóþ âåðøèíó-ïåðåìåííóþ, ñâÿçàííóþ ñ âûáðàííîé âåðøèíîé-
ïðåäèêàòîì);
3) óäàëèì èç ñõåìû âûáðàííóþ âåðøèíó-ïðåäèêàò è âñå èíöèäåíòíûå åé ðåáðà;
4) âûáðàííóþ ïàðó âåðøèí-ïåðåìåííûõ ñîåäèíÿåì ðåáðîì, êîòîðîå ïîìå÷å-
íî ñèìâîëîì ïðåäèêàòà ϕ , èíäåêñàìè ïåðåìåííûõ, êîòîðûå îòâå÷àþò âû-
áðàííûì âåðøèíàì-ïåðåìåííûõ, è íàáîðîì ñèìâîëîâ, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò
îñòàëüíûì ïåðåìåííûì ïðåäèêàòà (åñëè áûëà âûáðàíà åäèíñòâåííàÿ âåðøè-
íà, òî ïîìå÷àåì å¼ ñèìâîëîì ïðåäèêàòà ϕ);
5) óäàëèì âñå èçîëèðîâàííûå âåðøèíû âíóòðåííèõ è âõîäíûõ ïåðåìåííûõ.
3
Ñèìâîëîì c ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè áóäåì îáîçíà÷àòü äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîí-
ñòàíòû.
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ðà G , ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, áóäåì íàçûâàòü ïðå-
îáðàçîâàííîé ñõåìîé, ïðè ýòîì ãðà G íå ñîäåðæèò ïåòåëü è èçîëèðîâàííûõ âåð-
øèí, åãî âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì âíóòðåííèì è âíåøíèì ïåðåìåííûì
èñõîäíîé ñõåìû Σ , à ðåáðà  áàçèñíûì ïðåäèêàòàì ñõåìû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïî
ãðàó G ìîæíî âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ ñõåìó Σ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè,
è ÷òî ÷èñëî âåðøèí â ñõåìå Σ íå áîëåå ÷åì â êîíñòàíòó ðàç áîëüøå, ÷åì âåðøèí â
ãðàå G .
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè âîñïîëüçóåìñÿ ìîùíîñòíûìè ñîîáðàæåíèÿìè.
Ïóñòü ‖UB(L, n)‖  ÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñõåì èç êëàññà UB ñëîæíîñòè
íå áîëåå L îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn; òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííóþ â [5, 6℄
òåõíèêó, ÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñõåì ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó
÷åðåç ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðíûõ ïðåîáðàçîâàííûõ ñõåì.
Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî áàçèñà B = {πj}
b
j=1 , íàòóðàëüíîãî n è L âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖UB(L, n)‖ 6 a
L(a′L)n+2
(
cL
(log(c′L))
kB/(kB−1)
) L
ρ
B
, (3)
ãäå a, a′, c è c′  íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò áàçè-
ñà B .
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàííóþ ñõåìó G , ïîñòðîåííóþ äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ñõåìû Σ ∈ UB ñëîæíîñòè L ñ n âõîäíûìè ïîëþñàìè. Ïóñòü L =
=
b∑
i=1
si  ÷èñëî ðåáåð â ñõåìå G . Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ñõåìó G ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðèçìà, äîñòàòî÷íî:
1) äëÿ âñåõ i, i = 1, . . . , b, âûáðàòü öåëîå ÷èñëî si, si > 0,  ÷èñëî áàçèñíûõ
ïðåäèêàòîâ òèïà πi â ñõåìå G  òàê, ÷òîáû
L1s1 + · · ·+ Lbsb 6 L; (4)
2) çàèêñèðîâàòü R, R ∈ [1, L], è Y, Y ∈ [2R, L+R] ,  ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ G , è ÷èñëî âåðøèí â ñõåìå G ñîîòâåòñòâåííî;
3) â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñ íîìåðîì i, i = 1, . . . , R, âûáðàòü Yi,
Yi > 2,  ÷èñëî âåðøèí ãðàà G , êîòîðûå ïîïàëè â ýòó êîìïîíåíòó, è âûáðàòü
ïîëþñà ñõåìû ñðåäè âñåõ å¼ âåðøèí;
4) â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè âûáðàòü îñòîâíîå äåðåâî, à ïîòîì ðàñïðå-
äåëèòü îñòàâøèåñÿ ðåáðà ñõåìû G ïî N =
1
2
R∑
i=1
Yi(Yi − 1) ïàðàì âåðøèí
ñ âîçìîæíûìè ïîâòîðåíèÿìè;
5) ïðèïèñàòü êàæäîìó ðåáðó ñîîòâåòñòâóþùèé ñèìâîë ïðåäèêàòà πi, i =
= 1, . . . , b, ïàðó èíäåêñîâ, êîòîðûå çàäàþò ïîëîæåíèå èíöèäåíòíûõ âåðøèí-
ïåðåìåííûõ è íàáîð ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ è ñïåöèàëüíûõ ñèìâîëîâ, êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò îñòàëüíûì (ki − 2) ïåðåìåííûì äàííîãî ïðåäèêàòà;
6) ïðèïèñàòü íåêîòîðûì âåðøèíàì íàáîðû ñèìâîëîâ-ïðåäèêàòîâ.
×èñëî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (4) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ íå
ïðåâîñõîäèò, î÷åâèäíî, âåëè÷èíû
(
L+ b− 1
b
)
6 cL1 . Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî ðàñïðåäå-
ëåíèé âåðøèí ñõåìû ïî êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó çíà÷åíèåì
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(
L+R− 1
R
)
6 cL2 . ×èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âûáîðà ïîëþñîâ ñõåìû, î÷åâèä-
íî, íå ïðåâîñõîäèò Y n 6 (c3 · L)
n
, à ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà îñòîâíûõ äåðåâüåâ â
êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíîé
R∏
j=1
4Yj−1 = 4Y−R 6 cL4 .
×èñëî ðàçëè÷íûõ ïðèïèñûâàíèé íàáîðîâ ñèìâîëîâ-ïðåäèêàòîâ âåðøèíàì íå ïðå-
âîñõîäèò cL5 .
×èñëî âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé îñòàâøèõñÿ L−(Y −R) ðåáåð ïî N ïàðàì âåð-
øèí ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëîì ñî÷åòàíèé äëèíû L− (Y −R) èç N ýëåìåíòîâ ñ
âîçìîæíûìè ïîâòîðåíèÿìè. åøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó öåëî÷èñëåííîé îïòè-
ìèçàöèè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì ÷èñëà ïàð âåðøèí, ïî êîòîðûì ìîæíî
ðàñïðåäåëÿòü îñòàâøèåñÿ ðåáðà, äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà âî âñå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè, êðîìå îäíîé, ïîïàëî ðîâíî äâå âåðøèíû, à â îñòàâøóþñÿ êîìïîíåíòó
ïîïàëè âñå îñòàëüíûå âåðøèíû. Ïîëîæèì y = Y − R ; â ñèëó òîãî, ÷òî â êàæäóþ
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè âõîäèò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí, òî R < y è âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
N =
1
2
R∑
i=1
Yi(Yi − 1) 6 R− 1 +
1
2
(Y −R+ 1)(Y −R) 6 y + y2 6 2y2. (5)
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5) è ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýèöèåíòîâ, äëÿ ÷èñëà
âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé îñòàâøèõñÿ ðåáåð ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå íåðàâåí-
ñòâà: (
N + L− y − 1
L− y
)
6
(
2y2 + L− y
L− y
)
6
(
3
(
2y2
L− y
+ 1
))L−y
. (6)
Äàëåå, åñëè
2y2
L− y
< 1 , òî èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé ðåáåð íå ïðåâîñ-
õîäèò cL6 , à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò
(
c7y
2
L− y
)L−y
. Ïîëüçóÿñü
óñëîâèÿìè ëåììû, ÷èñëî âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìåòîê ðåáåð ïðè âûáðàííîì
íàáîðå öåëûõ ÷èñåë (s1, . . . , sb) ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÷èñëî
ïðèïèñûâàíèé ðåáðàì ñèìâîëîâ ïðåäèêàòîâ è ñïåöèàëüíûõ èíäåêñîâ íå áîëüøå,
÷åì cL8 , à ÷èñëî ïðèïèñûâàíèé ðåáðàì ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ íå ïðåâîñõîäèò
b∏
i=1
(c9Y )
si max{ki−2,0} 6 (c10y)
b∑
i=1
simax{ki−2,0}
. (7)
Ïóñòü a, m, τ, α  äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû òàêèå, ÷òî
a > 2, m > 1, τ > 1, α > 0,
òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî (ñì. [6℄):
F (y) = max
06y6m
(
ayτ
m− y
)m−y
yαm 6
(
βtmα(log t)−α−τ
)m
, (8)
ãäå β = β(α, τ), t = amτ−1 . Äëÿ íàáîðà s = (s1, . . . , sb) ââåäåì ñëåäóþùèå óíê-
öèè:
ϕ(s) = s1 + · · ·+ sb, ψ(s) = L1s1 + · · ·+ Lbsb, λ(s) =
∑
i: 16i6b, ki>1
siLi
ρi
,
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ãäå ρi =
Li
ki − 1
, 1 6 i 6 b, ki,  îïðåäåëåííûé âûøå ïðèâåäåííûé âåñ i-ãî ïðåäè-
êàòà.
Ïóñòü ‖U(s, Y,R)‖  ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðíûõ ñõåì ñ çàèêñèðîâàííûì
íàáîðîì s = (s1, . . . , sb) è ïàðàìåòðàìè Y è R ; ââåäåì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó
‖U(s, n)‖ = max
16R6ϕ(s),
2R6Y6ϕ(s)+R
‖U(s, Y,R)‖. (9)
Òîãäà ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðíûõ ïðåîáðàçîâàííûõ ñõåì ìîæíî îöåíèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:
‖UB(L, n)‖ 6
∑
ψ(s)6L
ϕ(s)∑
R=1
ϕ(s)+R∑
Y=2R
max
ψ(s)6L
‖U(s, n)‖. (10)
Â ñèëó ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé è íåðàâåíñòâ (6) (8) çíà÷åíèå âåëè÷èíû (9)
ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðàçîì
‖U(s, n)‖ 6 c
ϕ(s)
11 (c3ϕ(s))
n max
06y6ϕ(s)
(
c7y
2
ϕ(s)− y
)ϕ(s)−y
y
b∑
i=1
simax{ki−2,0}
6
6 c
ϕ(s)
11 (c3ϕ(s))
n
(
c12ϕ(s)
(log c13ϕ(s))
1+ϕ(s)
λ(s)
)λ(s)
, (11)
Èç ýòîé îöåíêè âûòåêàåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìóì âåëè÷èíû (9),
ñðåäè âñåõ íàáîðîâ ÷èñåë (s1, . . . , sb) óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (4) íóæíî ñíà-
÷àëà îòîáðàòü òå íàáîðû, ó êîòîðûõ si 6= 0, i = 1, . . . , b , òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðèâåäåííûé âåñ áàçèñà ρB äîñòèãàåòñÿ íà i-ì áàçèñíîì ïðåäèêàòå. Äàëåå
ñðåäè ýòèõ íàáîðîâ íåîáõîäèìî âûáðàòü òå, ó êîòîðûõ íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ñî-
îòâåòñòâóþò ïðåäèêàòàì ñ kB ïîëþñàìè. Òîãäà èç (11) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâà (3).
Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Åñëè B  ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé áàçèñ, òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
íèæíÿÿ îöåíêà:
LB(n) > ρB
2n
n
1 +
(
2 +
1
kB − 1
)
logn−O(1)
n
 (12)
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âîñïîëüçóåìñÿ ¾ìîùíîñò-
íûì¿ òîæäåñòâîì ‖UB(LB, n)‖ = 2
2n
, êîòîðîå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèé, à òàê æå ðåçóëüòàòàìè ëåììû 3. Òàê êàê â ðàáîòå [3℄ äîêàçàíî, ÷òî ïîðÿ-
äîê óíêöèè Øåííîíà LB(n) ðàâåí 2
n/n , òî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà:
logLB(n) 6 n− logn+ c1, log logLB(n) 6 logn+ c2.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
22
n
6 aLB(n)(a′ · LB(n))
n+2
(
c′LB(n)
(log(c′′LB(n)))
kB/(kB−1)
)LB(n)/ρB
. (13)
ÎÖÅÍÊÈ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÄËß ÏÅÄÈÊÀÒÍÛÕ ÑÕÅÌ 183
Èñïîëüçóÿ òåõíèêó ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê [1, 5, 6℄, èç (13) ïîëó÷àåì îöåíêó
(12). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû 1 è òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
îñíîâíîé òåîðåìû äàííîé ðàáîòû.
Àâòîð èñêðåííå ïðèçíàòåëåí è áëàãîäàðåí ïðîåññîðó, äîêòîðó èçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ñ.À. Ëîæêèíó çà âíèìàíèå ê ïðîöåññó ïîäãîòîâêè ìàòåðèà-
ëà, ðóêîâîäñòâî, îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è öåííûå çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëèëè
óëó÷øèòü ñîäåðæàíèå ñòàòüè.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  09-01-00817à).
Summary
M.S. Shupletsov. High Auray Asymptoti Bounds for Prediate Ciruits over a Class of
Spei Prediate Bases.
Synthesis problem for a spei lass of ontrol systems alled prediate iruits is
onsidered. This lass generalizes most of well-known ontrol-system lasses (suh as iruit of
funtional elements, ontat iruits et.). Prediate iruits are onstruted with the use or
prediate elements and therefore usually have no predened diretion of signal distribution.
Asymptoti behavior of the Shannon's funtion LB(n) is investigated for omplexity of
n-variable prediate implementation with the use of prediate iruits over basis B of spei
struture. The following high auray asymptoti bounds are aquired
LB(n) = ρB
2n
n
1 +
(
2 +
1
kB − 1
)
log n±O (1)
n
 ,
where ρB and kB are basis-dependent onstants.
Key words: iruits of prediate elements, omplexity, Shannon's funtion, high auray
asymptoti bounds.
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